Die VVorhaltskettenformel

1 Die vier Vorhaltselemente

Gut schreiben lassen sich Vorhaltsketten mit einer Art Baukastensystem. Dabei wird
die Vorhaltskette als Verkniipfung von Vorhaltselementen aufgefasst. Dazu werden drei
einschrankende Bedingungen aufgestellt:
1. Die einzelnen Vorhaltselemente sollen beliebig miteinander verbunden werden kon-
nen.

2. Der entstehende zweistimmige Geriistsatz soll im doppelten Kontrapunkt der Ok-
tave stehen.

3. Auch bei Stimmvertauschung soll auf den betonten Zeiten eine Dissonanz stehen.

Damit alle Vorhaltselemente miteinander verkniipft werden konnen, miissen sie alle mit
einer unvollkommenen Konsonanz beginnen, also mit einer Terz oder einer Sexte. Damit
auch beim Stimmtausch auf den betonten Zeiten eine Dissonanz steht, kommen nur der
Septim- und der Sekundvorhalt in Frage. Von Oktavlagen abgesehen gibt es unter diesen
Bedingungen vier Vorhaltselemente:
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Im Notenbeispiel ist es gekennzeichnet, wenn die Agensstimme vor oder nach der Disso-
nanz springt. Da diese vier Bausteine alle beliebig miteinander verkniipft werden kénnen,
wachst die Zahl der Moglichkeiten exponentiell zu der Léange der Vorhaltskette. Dennoch
liisst sich wenigstens teilweise ein Uberblick behalten, und zwar mit einem mathemati-
schen Ansatz. Dazu wird die so genannte Restklassenarithmetik benotigt.
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2 Die mathematische Modellierung

In der Schule lernen wir die Division mit Rest so, wie es hier auf der linken Seite steht:

10 : 7 = 1 R. 3|10 = 3mod?7
9 : 7 =1 R 2| 9 = 2mod?7

Auf der rechten Seite steht die mathematische Schreibweise. a = b mod ¢ — ,;mod" sprich
,modulo” — bedeutet dabei: a und b haben denselben Rest bei der Division durch ¢, oder
anders ausgedriickt: a und b gehoren zu derselben Restklasse ,modulo“ ¢. Mit solchen
Restklassen kann man rechnen. Addition, Subtraktion und Multiplikation funktionieren
ganz einfach. Die Division ist schwieriger, wird aber im Folgenden nicht benétigt. Deutlich
wird es — hoffentlich — durch die folgenden Beispiele:

104+9=19|19:7= 2R.5|34+2=5mod 7
10-9= 1| 1:7= OR.1|{3-2=1mod 7
10x9=90[90:7=12R.6| 3 x2=6 mod 7

Diese Restklassenarithmetik wird auf die Vorhaltsketten angewendet. Dabei wird von
Oktaven und von Vorzeichen abstrahiert. f! und f? bekommen denselben Wert, und
f und fis bekommen auch denselben Wert. Die Intervalle werden in Sekundschritten
gemessen, Es gibt keinen Unterschied zwischen grofsen, kleinen, reinen, iiberméafigen und
verminderten Intervallen. Als Basiston wird ¢ gewahlt Hier wire auch jeder andere Ton
genauso moglich. So ergibt sich diese Zuordnung;:

Restklassen | Tone Intervalle
modulo 7 aufwéirts abwarts

0 c Prim Oktave Prim Oktave
1 d Sekunde None Septime
2 e Terz Dezime Sexte
3 f Quarte  Undezime | Quinte Duodezime
4 g Quinte Duodezime | Quarte  Undezime
5 a Sexte e Terz Dezime
6 h Septime ... Sekunde None

Fiir das Ausgangs- und das Endintervall der Vorhaltselemente werden ,Grundténe de-
finiert, und zwar sei der Grundton der Terz der untere und der Grundton der Sext der
obere Ton. Mit dieser Definition werden die Grundtonfortschreitungen der Vorhaltsele-
mente bestimmt. Fiir die vier Vorhaltselemente ergeben sich die Werte in der Tabelle
darunter:
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Element | Springe | Grundton | Grundton Differenz
Nr. neben der | Anfang Ende der Grundtone
Dissonanz D q q—0p

1 5 4 6

2 vor ) 6 1

3 nach 5) 2 4

4 vor | nach ) 4 6

Zwischen den Spriingen vor und nach der Dissonanz einerseits und der Differenz der
Grundtone andererseits besteht eine Beziehung, und zwar wenn man diese Werte zuord-
net:

Sprung vor der Dissonanz 2

Sprung nach der Dissonanz 5

Synkope 6

Die Summe der jeweiligen Werte entspricht dann der Differenz der Grundtone, wobei
jeweils die Werte fiir diejenigen Spriinge beriicksichtigt werden, die in dem betreffenden
Vorhaltselement vorkommen.

3 Die Kette

Dieser Zusammenhang wird auf den Fall mehrerer verkniipfter Vorhaltselemente iiber-
tragen. Dazu werden diese Bezeichnungen eingefiihrt:

Anzahl der Spriinge vor der Dissonanz v
Anzahl der Spriinge nach der Dissonanz

Anzahl der Synkopen ]
Anfangsgrundton des k-ten Elements Dk
Endgrundton des k-ten Elements qk

Intervall zwischen Anfangs- und Endgrundton der Kette i

WEeil der Endgrundton eines Elements der Anfangsgrundton des folgenden ist, gilt py+1 =
qr- Das Intervall zwischen Anfangs- und Endgrundton der Kette, i, ist die Summe der
Grundtonfortschreitungen der einzelnen Elemente. Hier ergibt sich

S
i=> G —pr=qs— D
k=1

Analog lassen sich die Werte fiir die Spriinge vor und nach der Dissonanz und fiir die
Vorhalte aus der Tabelle oben addieren. Dann ergibt sich diese Kongruenz:
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v-24+n-5+s-6=¢mod 7

Da modulo 7 gerechnet wird, kénnen bei Umformungen beliebig Vielfache von 7 addiert
und subtrahiert werden. Unter dieser Voraussetzung folgt:

v-24n-(5-T7)+s-(6—-7)=imod?7

v-2+4+n-(—-2)—s=imod 7

20—2n=41+smod 7

2-(v—n)=i+smod7

4-2-(v—n)=4-(i+s) mod 7

8- (v—n)=4-(i+s) mod 7

8=T7)-(v=n)=4-(i+s)mod 7
Das fihrt zur Vorhaltskettenformel:
v—n=4-(i+s) mod?7

Wenn also das Gesamtintervall, ¢, und die Anzahl der Synkopen, s, gegeben sind, lassen
sich Bedingungen fiir die Anzahl der Spriinge vor und nach den Dissonanzen berechnen.
Allerdings kann die Anzahl der Spriinge vor den Dissonanzen nicht grofer sein als die
Anzahl der Dissonanzen, und fiir die Spriinge nach den Dissonanzen gilt dasselbe, formal
also:

o
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4 Ein Beispiel zur Anwendung

Als Beispiel fiir die Anwendung der Synkopenkongruenz soll eine Vorhaltskette konstru-
iert werden, die in drei Synkopen von ¢ nach a fithrt. Es gilt also ¢ = 5 mod 7 — Sexte
aufwérts — und s = 3 — drei Synkopen —. Einsetzen ergibt
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v—n=4-(5+3)mod?7
Daraus folgt
v—n=4-8mod 7
und

v—n=4mod?7

Fiir (v —n) kommen also z. B. die Werte 4 und —3 in Frage. Da vier Spriinge vor den
Synkopen bei nur drei Synkopen gar nicht moglich sind, ist die einzige Losung v—n = —3.
Wegen des negativen Vorzeichens enthélt die Verbindung also drei Spriinge nach der
Disgonanz:
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Ich vermute, dass solche Vorhaltsketten — besonders mit hinzugefiigtem Bass — bei Corelli
sehr gebréduchlich sind. Bei der Auflésung der Vorhalte kann man offenbar héufig statt
der erwarteten kleinen Sekunde die grofie nehmen und umgekehrt, ohne dass es falsch
klingen wiirde. So lassen sich Kadenzen auf den iiblichen Stufen leicht ansteuern. Es kann
allerdings nur durch eine eigene Untersuchung gekléart werden, inwieweit diese Vermutung
stimmt, d. h. inwieweit die resultierenden Geriiste und Sétze tatsdchlich dem Stil Corellis
entsprechen,

5 Die Erweiterung zur Dreistimmigkeit

Das Verfahren, bestimmte Punkte mit einer Vorhaltskette im doppelten Kontrapunkt
zu verkniipfen, kann auf den dreistimmigen Satz iibertragen werden. Dadurch werden
weitere Verbindungen moglich. So gibt es z. B. zwei Grundtonintervalle, die sich in der
Zweistimmigkeit nicht mit zwei Vorhalten verbinden lassen, nidmlich eine Sekunde ab-
wérts und eine Quarte abwérts. Es gelten also s = 2 und i € {4,6}. Einsetzen ergibt

v—n=4-(2+4) mod 7bzw.v—n=4-(246) mod 7
Ausrechnen ergibt

v—n=3mod7bzw. v —n=4mod 7

In beiden Fillen waren mindestens drei Spriinge notig. Es gibt aber nur zwei Synkopen.
Deshalb existieren solche Verbindungen in der Zweistimmigkeit nicht. Aber mit drei
Stimmen sind sie méglich:
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Fiir diese zusétzlichen Moglichkeiten, die in der Zweistimmigkeit nicht existieren, muss
die dritte Stimme eine Quinte iiber oder eine Terz unter dem Grundton des Auflésungs-
intervalls zur Patiensstimme des néchsten Vorhalts werden. Selbstversténdlich kann eine
dritte Stimme auch Agensstimme sein oder auch mit dem Grundton oder der Terz des
Auflésungsintervalls identisch sein. Nur ergeben sich dadurch nicht mehr Méglichkeiten
als in der Zweistimmigkeit.

Rechnerisch lasst sich das so erfassen: Mit den Bezeichnungen a fiir die Anzahl der Félle,
in denen die dritte Stimme die Quinte dber dem Grundton des Auflésungsintervalls ist,
und b fiir die Anzahl der Fille, in denen die dritte Stimme die Terz unter dem Grundton
des Auflésungsintervalls ist, ergibt sich

v—n+a—b=4-(i+s)mod7

6 Ein Beispiel zur Dreistimmigkeit

Gesucht ist eine Modulation von fis-Moll nach h-Moll mit zwei Vorhaltsdissonanzen, die
mit der Terz fis—a beginnt und bei der sich die zweite Vorhaltsdissonanz in die Terz ais—
cis auflost. Weil der Grundton des letzten Auflésungsintervalls zwei Sekunden iiber dem
Startintervall liegt, gilt ¢ = 2. Da eine Verbindung mit zwei Vorhaltsdissonanzen gesucht
wird, gilt auch s = 2. Einsetzen ergibt

v—n+a—-b=4-(2+2)mod7
und
v—n+a—>b=16 mod 7
und
v—n+a—b=2mod7
Nehmen wir an n = b = 0. Dann bleibt
v+a=2mod7

Man kann also zweimal einen Sprung von der Dissonanz machen, v = 2,s = 0, oder
einen Sprung vor der Dissonanz und einmal die Synkopenkette von der Quinte iiber dem
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Auflésungsintervalls fortsetzen, v = s = 1. Hier gibt es wieder zwei Mdoglichkeiten: Der
Sprung vor der Dissonanz kann vor der ersten oder der zweiten erfolgen. Dazu ergeben

sich diese Satze:
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